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SR Teoria de Control Moderna

Teoria de control cldsica basada en la relacidn entrada-salida o
funcidn de transferencia. Enfoque en el dominio de la frecuencia.

* Teoria de control moderna se basa en el concepto de estado.
Basada en la descripcion de las ecuaciones de un sistema en
términos de n ecuaciones diferenciales de primer orden, que se
combinan en una ecuacion diferencial matricial de primer orden.
Se aplica a sistemas con entradas y salidas miltiples, que pueden
ser o no lineales. Enfoque en el dominio del tiempo. La
formulacién matricial simplifica la representaciéon matematica y
facilita la resolucion por computador usando herramientas tipo
Matlab.

* Teoria de control robusto utiliza la hipétesis de que los modelos
que se utilizan en el disefio de los sistemas de control tienen
errores de modelado. Basada en los andlisis de respuesta en
frecuencia y en el dominio del tiempo.
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* Conceptos de Controlabilidad y Observabilidad. [Kalman]

 Controlador en variables de estado que opera sobre la
informacion disponible en forma de medida.

* Observador: sistema dindmico utilizado para estimar el
estado de otro sistema dindmico dado un conocimiento
sobre las entradas al sistema y las salidas medidas al
sistema.

A New Approach to Linear Filtering
and Prediction Problems’

R.E. KALMAN
Research Institute for Advanced Study2 The classical filtering and prediction problem is re-examined using the Bode-
Baltimore, Md. Shannon representation of random processes and the “state transition” method of

is of dynamic systems. New results are:

(1) The formulation and methods of solution of the problem apply without modifica-

tion 10 stationary and nonstationary statistics and to growing-memory and infinite-

memory filters
A

difference (or differential) equation is derived
imal estimati rom the solution of this equation the c
efficients of the difference (or differential) equation of the optimal linear filter are ob-
tained without further calculations.

for the covariance

10 be the dual of the noisefree re;
s applied 10 two well-known probler

The discussion is largely self-contained and proceeds from first principles; basic
concepts of the theory of random processes are reviewed in the Appendix.
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e 0o Modelo basado en Variables de Estad

 Estil cuando las ec. Diferenciales que describen el
sistema son de alto orden.

* Consiste en realizar cambios de variable de modo que
resulte un sistema de ecuaciones diferenciales donde
todas las ecuaciones sean de orden 1.

* A partir de dicho sistema se puede deducir el grafo de
flujo.

A partir del grafo de flujo se puede obtener la funcién de
transferencia en el dominio de Laplace.

 Las funciones de transferencia de alto orden pueden
representarse, también en forma de grafo y, a partir de él,
obtener las ecuaciones diferenciales

* La formulacién matricial es util cuando la resolucion es
por computador usando herramientas tipo Matlab.
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ey ot Caria Términos y Conceptos

Estado. El estado de un sistema dindmico es el conjunto

mads pequeiio de variables, denominadas variables de

estado, de modo que el conocimiento de esas variables

en t, junto con el conocimiento en la entrada para t > t,

determina por completo el comportamiento del sistema

para cualquier tiempo t > ¢,

» Las variables de estado no necesitan ser cantidades
medibles u observables fisicamente

* Vector de estado. Vector cuyos n componentes son las n
variables de estado que describen por completo el
comportamiento de un sistema

* Espacio de Estados. Cualquier sistema puede

representarse mediante un punto del espacio de estados
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* Ecuaciones en el espacio de estados. Variables de
entrada, variables de salida y variables de estado.

 El sistema dindmico debe incorporar elementos que
memoricen los valores de la entrada para t > t, Las
salidas de los integradores definen el estado interno del
sistema dinamico, es decir, funcionan como variables de
estado.
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Supdngase también que hay r entradas ul(t), uz(t), ..., u (t) y m salidas yl(t), yz(t), sy (0
r m
Se definen las n salidas de los integradores como variables de estado: xl(t), xz(t), X (D).
n

Sea un sistema de miiltiples entradas-multiples salidas con n integradores.

Entonces el sistema se puede describir mediante:
» Uy 1)

X0 = fi(xys Xpy ey X3 Uy, Uy, e
Xo(t) = fox1s Xpp wees X3 Uy Upy ey U3 1)
s Xpy Upy Uy ey Uy t)

-x':n(t) :fn(xl’ X2 e

s Xny ULy Uy vy Ups 1)
v Uy 1)

@) = g1(x1, x2
s Xps Uy Up,

Y2(8) = 82(x15 X3,

V) = 8m(X1s Xoy ooy X5 Uypy Upy woy Ups 1)
Control y Automatizacion
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w Uy )
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.fl(xh X5 ey Xpy Uy, Up, .
s Xpy Upy Upy ..

ol x5 .

[x:()
x(1) = szt) , fxun=
_x,,‘(t) [ulX1s X25 ey Xp3 .ul, Upy ey Uy 1)
-yl(t) gl(xl’ Xy ey Xpy Uy, Uy weey Uy t) ul(t)
y(t) — )’2:(1‘) , g(X, u, t) — g2(xl’ X2y eey Xps Uyy Upy ooy Uy t) ,ll(t) — uZ:(t)
| X(D) Em(X1s X2y ey X3 Uy, Upy ey Uy 1) u, (1)
x() = A@Ox(?) + B(Ou®

y(@® = C(Hx(?) + D(Hu(®)

x(9) = f(x, u, f) Ec. de Estado

y() = g(x, u, £) Ec.de Salida
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x() = A@Ox(?) + B(®u® A(t): Matriz de Estado
B(¢): Matriz de Entrada
y® = COx() + DOu@®) | C(1): Matriz de Salida
D(t): Matriz de Transmisién Directa

> D(r)

u() x(1) x(1) ¥(0)
B(1) Jdt C(1)

A K

Diagrama de bloques del sistema de control lineal en tiempo continuo
representado en el espacio de estados
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e e Modelo basado en Variables de Estado

M—+b—+ky =u(t
(3 o ot Ky = ult)

Jh u(t)

Sistema de segundo orden, dos integradores:

x, (1) = y(2);

dy
=2
(1t . . .
b I:-:I 0 Por lo que convertimos la Ec. Diferencial en
un sistema de Ec. de Orden 1:
ox,
it B
7T, o 2
Pf:;l;lizéfbe Control Moderna “Ogata. 5* Edicion. 07x 2 —b k 1
=X, - X, +—U
ot M M M
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.. Modelo basado en Variables de Estado

0 1 0 B
- . =[1 0]
[xz] _LE Y ["2] 1l g X2
m m m
X = Ax + Bu
y=Cx+ Du
0 1 0
A= k b | B= 1] C=[1 0], D=0
m m

Universidad

rymmcares  FDT- Ecuaciones en el espacio estados

Dadas las ecuaciones de estado

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

(10)
y(t) = Cx(t) + Du(t),

si les aplicamos .#{o} obtenemos las ecuaciones algebraicas

sX(s) —x(07) = AX(s) +BU(s)
Y(s) =CX(s)+DU(s),
de donde X(s)= (s —A)"'x(07) + (sI —A)"'BU(s)
Y(s) = [C(sI —A)'B+D]U(s) +C(sI — A)~'x(07).

Asi, |G(s) =C(sl —A)—IB+D‘ es la funcion transferencia del
sistema (10).
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W IIIIIIIIIS by
. 0 1 0 y=[ 0]
Xy _ Xy + X
= |:’22j| — E — 2 |:x2i| l ¢
k :: m m m

Jh u(t)

G(s)=C(L—A) " 'B+D

m
aF b 1
s —
() 1 m 0
= G =0 00— . 1
SH+H—s+—| - = s |l =
m m m m
77777 77777. 1
}::Ij:;nel:llizr?éabe Control Moderna “Ogata. ms2 + bS + k
5* Edicién.
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e Representacion en el espacio estado
p P

Ecuaciones diferenciales escalares
¢ Funcidn de excitacion no contiene términos derivados

() n—1 .
ytay +--+a, ytay=u

Variables de estado

_ X =X
X1 =Yy
- X, =X
=Y I::: 2 3
(n—1) Xn—1 = Xn
X, = Yy .
" X, =ax, — " —ax, +u
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Ecuaciones diferenciales escalares
¢ Funcidn de excitacion no contiene términos derivados

() n—1 .
ytay +--+a, ytay=u

0 1 0 0 0
o 0 0 1 0 0
_ | *2 _ . . .
X = s A= : . ) B= :
: 0 0 0 1 0
X

" —@, —G_1 —a,> a 1

X1

X2

y=I[1 0 0]] .

xn

.
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Ecuaciones diferenciales escalares
¢ Funcidn de excitacion contiene términos derivados

() (n—=1) . (n) (n—1) .
ytay +--+a,_ ytay=bu+b u +--+b,_utbu

x =y~ Bou Variables de estado
=y Poit — Pu=2x — Pu

X3 =3 = Poii — Pt — P =X, — Pou

(n—1) (n—1) (n—2) . .
%=y —Bu —Bpu ——B =P u=x,, B, u
=b
Donde: Po = bo
B =b,—aBy

B.=b,— afy — axfs
Bs =bs — afr — axfy — asfo

Bu-i=bpr—aBur— -~ ayaBy —a,-1Bo
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Ecuaciones diferenciales escalares
¢ Funcidn de excitacion contiene términos derivados

() (n—=1) . (n) (n—1) .
ytay +--+a, ytay=bu+b u +--+b,_utbu

I3 0 1 0 - 01 x B,
% 0 0 1 0 || x B,
N e : : : O o B £
in*l 0 0 0 1 Xn—1 ﬂn*l
-x.:n -a, —4,-1 T4, *° Ta Xn ﬂn
X1
X2
y=[120 O] |+ Bon
Xn
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Formas canonicas

* Forma canénica controlable
* Forma candnica observable
* Forma canédnica diagonal

* Forma canédnica de Jordan

(n) (n—1) . (n) (n—1) .
;+a1 ny +.-+a,_ ytay= boz'; + b, " +b, u+bu

Y(s) bys"+bs" '+ +b,_1s+b,
Us) §"+as '+--+a, s+a,
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re s REpresentacion en el espacio estado
* Forma canodnica controlable. Método de asignacion
de polos para el disefio de sistemas de control
Cx, ] [ O 1 0 0 [ x, 7 [0
Xy 0 0 1 0 Xy 0
= + u
X,—1 0 0 0 1 Xn—1 0
L in . | — a4, —a,., 4, , - Ta || X | _l_
X1
. . . Xo
y=I[b,—aw b,y —a, 1by - by — aib] . + bou
x’l

re e REpresentacion en el espacio estado

* Forma candnica observable.
X 00 - 0 —a,lly b, — a,b,
x|_|1 0 0 —a,-||x + b,—1 — a,—1bo
.X.:n 0 0 s ]. _al xn bl - albo

F

X2
y=[0 0 -~ 0 11| : |+ bou
Xn—1
b x’l -

10
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* Forma canonica diagonal. (raices distintas)
Y(s) _ bos" + b '+ +b,_s+b b+ €&, C . G
U(s) (s +p)s+p)--(s+p) stpr stp s+ py
)21 _pl 0 xl 1
¢ E 1
x.2 = P2 . x.2 +1. |u
X, 0 —p. |l x, 1
X1
X
y=let ¢ = cl| |+ bou
xn

Universidad

re e REpresentacion en el espacio estado

*' Forma candnica de Jordan. (raices multiples). Forma candnica
diagonal de bloques para sistemas que no tiene polos distintos.
Y(s c c c c C,
Xs) _ ot gt et
U(s) (+p) (s+p) stp stp s+p,

x| [-p0 1 0 0 0 [=7] [0]
Jez 0 - P 1 E 0 0 Xy 0
X3 0 0 -p :0 0 |[x; 1
T I e R e LR LR + u
.x4 0 b O E _P4 0 x4 1
5] Lo - 0 io0 -pollx] L1
X
y=Ile, ¢ - ¢l x,2 + byu
'xn

11
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Obtenga las representaciones en el espacio de estados en la
forma candnica controlable, forma canénica observable y la
forma canoénica diagonal:

Ys)  s+3
U(s)_s2+3s+2
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e e Modelo basado en Variables de Estado

+  Seleccionamos las siguiente

u(t) :
Current (D ul R§ " variables:

v, C

source = _ X1 =Vc(t)
{ i, .

X,=1; (1),

E=(1/2)Li?_,(1/2)Cv?,

dv
: c _ . (Kirchoff para corriente en el
lc - C - u(t) - lL nodo)
dt
dlL _ R . (Kirchoff para tensién en la malla
=—Il L + vc de la derecha)
dt
. (Salida del Sistema)

Control y Automatizacion
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re e VMlOdelo basado en Variables de Estado
) dv ) . ,
i = O () =i, e
: di . g
ip, L i L _ . (Kirchoff para tensién en la malla
(?;lr(rle)‘m Y i;<c RS t - _RZL + vc de la derecha)
: . (Salida del Sistema)
v, = Ri, (1)
X;= v (t)
X,=iy (1),
dx, 1 1
— =——Xx, +—u(?)
dt C C
dx, 1 R
=TT
dt L L
v, = V(1) = Rx,
Control y Automatizacion

U (s, Grafos de Flujo y Diagramas de Bloques
) Wt +  Procedimiento para eludir la formulacion
g % ANC kS matricial.:
) 1.Eleccion de Variables
- 2.Construir sistema de Ec. De Orden 1
3.Transf. De Laplace
4 Dibujar Grafo o Diagrama de bloques.
) 1 1 1 1
X = ‘Exz“'E“(t) sx,(s) =—éx2(s)+%u(s) x,(8) =—Ex2(s)+zu(s)
. 1 R |:"> 1 R 1 R
NEThT TR sz(S)=Zx1(S)—Zx2(S) x2(5)=zx1(8)—ix2(5)
vo(t) = Rx, vo(8) = Rx,(s) vo(8) = Rx,(s)
Control y Automatizacion
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' . T
| | U O 1 > C > ”(_T\\
e 1 5 Xz
x,(s) =—Ex2(s)+zu(s) .
X,(8) = —x,(5) = —2,(s)

sL sL
Vo (8) = Rx,(s)

2 (b)
u(t) +

Current

source

&
\{|+
Al
a
=

Control y Automatizacion
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Se obtiene la Func. De Transf. aplicando:
* 0 bien la Férmula de Mason

* 0 bien dlgebra de bloques

* (0 bien dlgebra matricial)

R

i L
U O N o O Vels)
: : TR R R
— Voo _ 1o’ LC
‘ UGs) 1+£+( ! ) s2+£s+(i)
@ Ls LCs L LC

X, i L +
A

Current
source

r{|+
1
a
>

Control y Automatizacion
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R
1 Ay L
U O > G camran oW O Vels)
o X 5 X R i
: Vo(s) - LCs® _ LC
1 R 1 R 1
¢ U(s) I+—+(—5) S+—s+(-=)
@ Ls LCs L LC
% & t +
2 Vy(s) u(r)
] e OIS "Zw
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et als+a,

b,s" +b, 5"+ +bs+b,

n—1+

n
s"+a,_s

Y(s) b, b, 5TVt bs " 4 bys™"
Dy s

-1
l+a, s+ +as

T
EPkAk
G(s) = Y =K
U(s) A

Y PA,

B Y(s) X
=0 A

Control y Automatizacion

15



ode
Universidad
Rey Juan Carlos
b,
Ec.3.37

Y(s)
U(s) s*+as’ +as” +as+a,

G(s) =
Y(s) bys™
G(s) = = ] gz -3 4
U(s) l+ays™ +a,s +as +a,
1 1 1 !
U(s) s s s s Y(s)
Xy © sXy X4 X3 € 5X3 X3 Xy © sX, X, X © sX; X,

02/02/15
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-4
Y(s) _ bys
U(s) 1+ays +a,s7 +as” +a,s™

G(s) =

U(s)
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16



02/02/15

.
[XX)

Universidad
Rey Juan Carlos

-4
G(s) = Y(s) _ bys

A A

= . =) 3 )
U(s) l+as" +ays” +as™ +ays

Rey Juan Carlos

RO

4 3 2
U(s) s +a,s” +a,s +as+a,

3 2
b,s” +b,s” +bs+b,

G(s) =

Y(s) by +bys” +bsT +bys™

G(s) = -
) U(s) l+ays"' +a,s” +as” +a,s™
1
U(s) s s 5
Xy > 5X, Xy X3 € 5X3 X3 Xy © sX, X,

Control y Automatizacion

Us) O
X =x y
1 2 =
. ",
X, = X4 )
X X, =X = bl
Xy =x, )
X, = =QyX; — A X, — QyXy — (X, + U X =% =g¥
0
=Dbyx
Y =0X, X =% =bl
0
x 0 1 0 o0]fx 0 & pad ad o ad o
1 1 dz“y(“bodﬁy(“bodﬁy()+b0dt y()+b0y() u(t)
d|x, 0 0 1 0f|x,| |0
— = S ()
dt | x, 0 0 0 1] : 0
X, -a, -a, -a, a||x, 1
Control y Automatizacion
Universidad
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I Y(s)
Oo——=0 O

X © sX; X,
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Y(s) bys" +bys +bs” +bys
G(s) = = : 1 ) 1 - 4
U(s) l+ays +a,s +as +ays

Control y Automatizacion

Z(s)

bys™ +bys” +bs” +bys
B s Z(s)

Y(s) b
= -1 )
l+ays™ +a,s  +as +aq,

TS
Y(s) =(b,s” + b252 + bls1 +b,)Z(s)

Universidad
Rey Juan Carlos

U(s) = (s* + a8’ + a,8" + as' +a,)Z(s)

Transf. Laplace Inversa

d’z d’z dz
(1) = b3d3 bz—dt2 bd +b,z
d’z dz
+ald +ayz

dz d’z
u(t) = F a3 d 3 a2 dt

Control y Automatizacion
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Y(s) bys" +bys” +bs” +bys™ Z(s)
UGs) l+as" +a,s” +as” +a,s™ Z(s)

G(s) =

I:‘ = New nodes

—a,

Control y Automatizacion
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D = New nodes

X =X,

X, = X5

Xy =X,
Xy =—QyX) — 4 Xy — QyXy — Ay X, + U
Yy =byx; +bx, +b,x; +byx,

(1) =CX
X, 0 1 0 0|x 0 X,
d|x, 0 0 1 0flx| |0 x
. = . t - 2
dt | x, 0o o0 o 1l:[t|o]"® v=[b, b b, b3]x3
1 %,

X, -a, -a, -a, a||x,

Control y Automatizacion
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U(s) ¥(s)

1 2
2
[l

aj

(b)

Cop 201t Pearon Ecaton, . et s Pascs ol
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X, =—ax,+x,+byu

Xy =—a,X, + X5 +b,u

[N
w2
I

=-ax, +x, +bu

X, =—ayx, +byu

X, -a; 1 0 Oflx | |p
dlx -a, 0 1 Off[x b
Rl 2 _ 2 2 + 2 bl(t)
dt | x, -a 0 0 1 b,
X, -a, 0 0 Of|x,| |b, v i

Control y Automatizacion
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U(s)

_2s + 1)(s + 3)

Y(s)

G(s)

Cos(s + 2)(s + 4)

Control y Automatiza
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Motor and load

Velocity

—> Y(5)

Controller
Field Field
55 + 1 voltage 1 current 6
R(s) =  Gus) = s+ 1) > >
s 5 U(s) 5 3 2 1(s) s % 3
Control y Automatizacion
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